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•
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•

𝐾 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝐾𝑠 𝑡
1

1+𝜆 ⅆ𝑠

1+𝜆

.

•

•

𝑅 𝑡 𝐾 𝑡 − න
−∞

𝑡

𝑅𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 ⅆ𝑠 .

• 𝑅 𝑡 𝑅𝑠 𝑡 𝑠

•

𝐾𝑠 𝑡 = 𝐾 𝑡
𝑅𝑠 𝑡

𝑅 𝑡

−
1+𝜆
𝜆

, 𝑅 𝑡 = න
−∞

𝑡

𝑅𝑠 𝑡
−
1
𝜆 ⅆ𝑠

−𝜆

.



• 𝑅𝑡 𝑡 𝐾𝑡 𝑡 = 0

•

•

•

•

ሶ𝑅 𝑡

𝑅 𝑡
=
∞−׬
𝑡
𝑅𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡

ሶ𝑅𝑠 𝑡
𝑅𝑠 𝑡

ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡
𝑅𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

.



•

𝑃 𝑡

𝑃 𝑡 − 𝜁
=

∞−׬
𝑡
𝑃𝑠 𝑡 𝑌𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡−𝜁

𝑃𝑠 𝑡 − 𝜁 𝑌𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡−𝜁

𝑃𝑠 𝑡 𝑌𝑠 𝑡 − 𝜁 ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡−𝜁

𝑃𝑠 𝑡 − 𝜁 𝑌𝑠 𝑡 − 𝜁 ⅆ𝑠
.

• 𝑃𝑡 𝑡 𝑌𝑡 𝑡 = 0

lim
𝜁→0

1

𝜁
log

𝑃 𝑡

𝑃 𝑡 − 𝜁
=
∞−׬
𝑡
𝑃𝑠 𝑡 𝑌𝑠 𝑡

ሶ𝑃𝑠 𝑡
𝑃𝑠 𝑡

ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡
𝑃𝑠 𝑡 𝑌𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

.

•

•

•

•



• 𝑠

ሶ𝐾𝑠 𝑡 = 𝐼𝑠 𝑡 − 𝛿𝐾𝑠 𝑡 .

• 𝑋𝑡

• 𝑒𝛾𝑡

𝑡

•

• 𝑃𝐶 𝑡 ≔ 𝑒−𝛾𝑡

• 𝛾



•

𝜓 𝑡 − 𝑠 𝜙𝑒𝜅𝑠

𝑠 𝑡 𝜅 > 0

•

• 𝑠

𝑄𝑠 𝑡 ≔
1

𝜓 𝑡 − 𝑠 𝜙𝑒𝜅𝑠
⇒

ሶ𝑄𝑠 𝑡

𝑄𝑠 𝑡
= −

𝜙

𝑡 − 𝑠
.

• 𝜓 > 0

• 𝜙 > 0

• 𝜅 > 0 𝑡 − 𝑠







• 𝑠

• 𝓇 𝑡 𝑡

න
0

∞

𝑒− 0׬
𝜉
𝓇 𝑡+𝜏 ⅆ𝜏 𝑅𝑠 𝑡 + 𝜉 𝐾𝑠 𝑡 + 𝜉 − 𝑄𝑠 𝑡 + 𝜉 𝐼𝑠 𝑡 + 𝜉 ⅆ𝜉 .

•

𝑅𝑠 𝑡

𝑄𝑠 𝑡
= 𝛿 + 𝓇 𝑡 +

𝜙

𝑡 − 𝑠
.

• 𝑠

න
0

∞

𝑒− 0׬
𝜉
𝓇 𝑡+𝜏 ⅆ𝜏−𝛿𝜉𝑅𝑠 𝑡 + 𝜉 ⅆ𝜉 = 𝑄𝑠 𝑡 .



•

𝑅∗ 𝜏 ≔
𝛿 + 𝓇∗ +

𝜙
𝜏

𝜓𝜏𝜙𝑒−𝜅𝜏
, 𝑅∗ ≔ න

0

∞

𝑅∗ 𝜏
−
1
𝜆 ⅆ𝜏

−𝜆

,

• 𝓇 𝑡 ≡ 𝓇∗

𝑅 𝑡 = 𝑒−𝜅𝑡𝑅∗, 𝑅𝑠 𝑡 = 𝑒−𝜅𝑡𝑅∗ 𝑡 − 𝑠 .

• 𝜅

•

𝑅∗′ 𝜏

𝑅∗ 𝜏
= 𝜅 −

𝜙

𝛿 + 𝓇∗ 𝜏2 + 𝜙𝜏
−
𝜙

𝜏
.

• 𝑅∗ 𝜏



• Τ

ǁ𝜏 ↦
𝑄𝑡−෤𝜏 𝑡 𝐾𝑡−෤𝜏 𝑡

0׬
∞
𝑄𝑡−𝜏 𝑡 𝐾𝑡−𝜏 𝑡 ⅆ𝜏

.

• 𝔼Τ

•

•

•

𝜅 = 𝔼 1 + 𝜆
𝜙

𝛿 + 𝓇∗ Τ2 + 𝜙Τ
+
𝜙

Τ
.



•

𝑃𝐾 𝑡 =
∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

𝐾 𝑡
=

𝑒−𝜅𝑡𝑅∗

𝛿 + 𝓇∗ + 𝜙𝔼Τ−1
,

• 𝜿

•

𝑃𝐾 𝑡 >
𝑒−𝜅𝑡𝑅∗

𝛿 + 𝓇∗ + 𝜅
= න

0

∞

𝑒− 0׬
𝜉
𝓇 𝑡+𝜏 ⅆ𝜏−𝛿𝜉𝑅 𝑡 + 𝜉 ⅆ𝜉 ,

• 𝜅 → 0

• 𝑡 𝑡 + 𝜉

න
−∞

𝑡

𝑒−𝛿𝜉𝑅𝑠 𝑡 + 𝜉
𝐾𝑠 𝑡

𝐾 𝑡
ⅆ𝑠 ≠ 𝑅 𝑡 + 𝜉 !



• Δ 𝑡 = Δ∗

𝑒−𝜅𝑡𝑅∗

𝛿 + 𝓇∗ + 𝜙𝔼Τ−1
= 𝑃𝐾 𝑡 = න

0

∞

𝑒− 0׬
𝜉
𝓇 𝑡+𝜏 +Δ 𝑡+𝜏 ⅆ𝜏𝑅 𝑡 + 𝜉 ⅆ𝜉

= 𝑒−𝜅𝑡𝑅∗න
0

∞

𝑒− Δ∗+𝓇∗+𝜅 𝜉 ⅆ𝜉 =
𝑒−𝜅𝑡𝑅∗

Δ∗ + 𝓇∗ + 𝜅

•

Δ∗ = 𝛿 − 𝜅 − 𝜙𝔼Τ−1 < 𝛿.

•

𝐼 𝑡 ≔ ሶ𝐾 𝑡 + Δ(𝑡)𝐾 𝑡 .

•

Δ 𝑡 𝑅 𝑡



• 𝑧 𝑡 ≔
𝐼 𝑡

𝐾 𝑡
= 𝑧∗

ሶ𝐾 𝑡

𝐾 𝑡
= 𝑧∗ − Δ

• 𝔼 𝑧∗ + 𝛿 − Δ∗ −
1+𝜆

𝜆

𝑅∗
′
Τ

𝑅∗ Τ
= 𝑧∗

•

𝑃𝐼 𝑡 ≔
∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐼𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

𝐼 𝑡
=
𝑃𝐾 𝑡

𝑧∗
𝔼 𝑧∗ + 𝛿 − Δ∗ −

1 + 𝜆

𝜆

𝑅∗′ Τ

𝑅∗ Τ
= 𝑃𝐾 𝑡 .

•



•

ሶ𝑃𝐾
OBS 𝑡

𝑃𝐾
OBS 𝑡

≔
∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡

ሶ𝑄𝑠 𝑡
𝑄𝑠 𝑡

ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

= −𝔼
𝜙

Τ

= −𝜅 + 𝔼 1 + 𝜆
𝜙

𝛿 + 𝓇∗ Τ2 + 𝜙Τ

≥ −𝜅.

•

•



•

ሶ𝑃𝐼
OBS 𝑡

𝑃𝐼
OBS 𝑡

≔
∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐼𝑠 𝑡

ሶ𝑄𝑠 𝑡
𝑄𝑠 𝑡

ⅆ𝑠

∞−׬
𝑡
𝑄𝑠 𝑡 𝐼𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

= −

𝔼
𝜙
Τ
𝑧∗ + 𝛿 − Δ∗ −

1 + 𝜆
𝜆

𝑅∗′ Τ
𝑅∗ Τ

𝔼 𝑧∗ + 𝛿 − Δ∗ −
1 + 𝜆
𝜆

𝑅∗′ Τ
𝑅∗ Τ

≤ −𝔼
𝜙

Τ
=

ሶ𝑃𝐾
OBS 𝑡

𝑃𝐾
OBS 𝑡

.

•

• Δ∗ + 𝓇∗ + 𝜅 − 𝑧∗ > 0
𝜆

ሶ𝑃𝐼
OBS 𝑡

𝑃𝐼
OBS 𝑡

≤ −𝜅 ≤
ሶ𝑃𝐾
OBS 𝑡

𝑃𝐾
OBS 𝑡

•



𝜙

• 𝜙 𝜙 = 0 𝜙 = 0

ሶ𝑃𝐼
OBS 𝑡

𝑃𝐼
OBS 𝑡

=
ሶ𝑃𝐼 𝑡

𝑃𝐼 𝑡
= −𝜅 =

ሶ𝑃𝐾 𝑡

𝑃𝐾 𝑡
=

ሶ𝑃𝐾
OBS 𝑡

𝑃𝐾
OBS 𝑡

.

• 𝜙

• 𝜙



• 𝐶 𝑡 𝑁 𝑡 𝑤 𝑡

𝐴 𝑡

• 𝑤 𝑡 = 𝑤∗𝑒𝑔𝑡 𝑔

• 𝑡

න
0

∞

𝑒−𝜌𝜏𝑁 𝑡 + 𝜏

𝐶 𝑡 + 𝜏
𝑁 𝑡 + 𝜏

1−𝜎

− 1

1 − 𝜎
ⅆ𝜏 ,

•
ሶ𝐴 𝑡 = 𝓇 𝑡 𝐴 𝑡 + 𝑃𝐶 𝑡 𝑤 𝑡 𝑁 𝑡 − 𝑃𝐶 𝑡 𝐶 𝑡 .

•

𝐾 𝑡 𝛼𝑁 𝑡 1−𝛼 = 𝑋 𝑡 = 𝑃𝐶 𝑡 𝐶 𝑡 + 𝑃𝐼 𝑡 𝐼 𝑡 + 𝐸 𝑡

= 𝑅 𝑡 𝐾 𝑡 + 𝑃𝐶 𝑡 𝑤 𝑡 𝑁 𝑡 .



•

𝑔 ≔ 𝛾 +
𝛼

1 − 𝛼
𝜅.

•

ℎ ≔
𝜅

1 − 𝛼
.

•

𝓇∗ = 𝜌 + 𝜎𝑔 − 𝛾 = 𝜌 +
𝛼

1 − 𝛼
𝜎𝜅 − 1 − 𝜎 𝛾,

𝑧∗ = ℎ + 𝑛 + 𝛿.

•

Δ∗ + 𝓇∗ + 𝜅 − 𝑧∗ = 𝜌 − 𝑛 − 𝑔 1 − 𝜎 > 0,

•



•

• 𝜆 ←
1

2.2−1
≈ 0.83

• 𝜎 ←
1

0.594
≈ 1.68

•

• 𝑛 ←
ⅆ

ⅆ𝑡
log𝑁 𝑡 ≈ 0.0098

• 𝛼 ←
𝑌GDP 𝑡 −𝑌PROP 𝑡 −𝑌LAB 𝑡

𝑌GDP 𝑡 −𝑌PROP 𝑡
≈ 0.36

• 𝑌PROP 𝑡

• 𝑌LAB 𝑡

• 𝑔 ←
ⅆ

ⅆ𝑡
log

𝑌GDP 𝑡

𝑁 𝑡 𝑃𝐶 𝑡
≈ 0.017

• 𝑧∗ ←
𝑃𝐼 𝑡 𝐼 𝑡

𝑃𝐾 𝑡 𝐾 𝑡
≈ 0.073

• ℛ ←
𝑅 𝑡 𝐾 𝑡

𝑃𝐾 𝑡 𝐾 𝑡
≈ 0.12



•

• ℊ𝑃𝐾 ←
ⅆ

ⅆ𝑡
log

𝑃𝐾
OBS 𝑡

𝑃𝐶 𝑡
≈ 0.0049.

• ℊ𝑃𝐼 ←
ⅆ

ⅆ𝑡
log

𝑃𝐼
OBS 𝑡

𝑃𝐶 𝑡
≈ −0.0067.

• 𝛿𝐷𝐴𝑇𝐴 ←
𝐶𝐹𝐶 𝑡

𝑃𝐾 𝑡 𝐾 𝑡
≈ 0.050.

• 𝛿𝐷𝐴𝑇𝐴 = 𝑧∗ − 𝑛 − 𝑔 + ℊ𝑃𝐾

• 𝛿 ≈ 0.052

• 0.15 2.9



• 𝜙 Δ∗

• ℎ ← 𝑧∗ − 𝑛 − Δ∗ ≈ 0.019

• 𝜅 ← ℎ 1 − 𝛼 ≈ 0.012

• 𝛾 ← 𝑔 − 𝛼ℎ ≈ 0.010

• 𝜙𝔼Τ−1 ← −ℊ𝑃𝐾 + 𝛾 ≈ 0.0050

•
𝔼
𝜙

Τ
𝑧∗+𝛿−Δ∗−

1+𝜆

𝜆

𝑅∗
′
Τ

𝑅∗ Τ

𝔼 𝑧∗+𝛿−Δ∗−
1+𝜆

𝜆

𝑅∗
′
Τ

𝑅∗ Τ

← −ℊ𝑃𝐼 + 𝛾 ≈ 0.017

• 𝓇∗ ← ℛ − Δ∗ − 𝜅 ≈ 0.066

• 𝜌 ← 𝓇∗ + 𝛾 − 𝜎𝑔 ≈ 0.048

•

•

• 𝜙 Δ∗



•

• 0.49%

• −0.21%

• −0.70

•

• −0.67%

• −0.21%

• 0.47

•

• −0.15%

• −0.05%

• 0.10

•

•



•

• 𝜅 > 𝛾

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
𝑃𝐾𝐾

𝑃𝑌𝑌
→

𝑠

𝑔𝐼+𝛿



•

•

•

•

•

•

•



•

𝑃𝐾,𝑡𝐾𝑡 = 1 − 𝛿 𝑃𝐾,𝑡𝐾𝑡−1 + 𝑃𝐼,𝑡𝐼𝑡

⇒ 𝐾𝑡 = 1 − 𝛿 𝐾𝑡−1 +
𝑃𝐼,𝑡
𝑃𝐾,𝑡

𝐼𝑡

•
𝑃𝐼,𝑡

𝑃𝐾,𝑡

•
𝑃𝐶,𝑡

𝑃𝐼,𝑡

•

•
𝑃𝐼,𝑡

𝑃𝐾,𝑡
=

market
replacement

•
𝑃𝐼,𝑡

𝑃𝐾,𝑡

𝑃𝐶,𝑡

𝑃𝐼,𝑡

•
𝑃𝐼,𝑡

𝑃𝐾,𝑡

𝑃𝐼,𝑡

𝑃𝐶,𝑡

𝑃𝐾,𝑡

𝑃𝐶,𝑡



•

𝓇 𝑡

𝑄𝑠 𝑡 𝛿𝑠 𝑡
𝓇 𝑡 𝑅𝑠 𝑡

𝑅𝑠 𝑡

𝑄𝑠 𝑡
= 𝛿𝑠 𝑡 + 𝓇 𝑡 −

ሶ𝑄𝑠 𝑡

𝑄𝑠 𝑡
.

𝑅𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 𝑅 𝑡 𝐾 𝑡

• 𝑄𝑠 𝑡

𝑃𝐾 𝑡 =
∞−׬
𝑡

𝑄𝑠 𝑡 𝐾𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

𝐾 𝑡
𝐼 𝑡 =

∞−׬
𝑡

𝑄𝑠 𝑡 𝐼𝑠 𝑡 ⅆ𝑠

𝑃𝐾 𝑡
𝑃𝐼 𝑡 = 𝑃𝐾 𝑡

Δ 𝑡 =
𝐼 𝑡 − ሶ𝐾 𝑡

𝐾 𝑡

𝑅 𝑡

𝑃𝐾 𝑡
− Δ 𝑡 = 𝓇 𝑡 −

ሶ𝑃𝐾 𝑡

𝑃𝐾 𝑡

𝓇 𝑡


